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概率统计20——估计量的评选标准

　　对总体参数进行估计的方式多种多样，为了评判估计量的优劣，我们需

要借助一些评选标准。

这些乱七八糟的符号
　　我觉得参数估计总是人为地设计各种门坎，里面参杂着各种符号，一会

儿是X，一会儿是x；一会儿是θ，一会儿是θ(X)；还有诸如“总体参数”、

“待估计参数”这类名词，究竟是几个意思？

　　有必要先理清这些符号。

　　我们用全国18~50岁的男性身高为例，所有18~50岁的男性是总体。

在概率统计中，当我们说到总体，就是指一个具有特定概率分布的随机变

量，这个随机变量用X表示，X符合某某分布。n表示总体的数量，假设这些

男性有3亿，那么n就等于3亿。在做统计的时候肯定不能普查所有人，这样

成本也太高了，因此才有抽样。当然抽样也有多种形式，比如均匀抽样、拒

绝抽样等，这是另外的话题，在数据分析专栏中将陆续展开。

　　现在调查了100万个符合条件的男性，这些男性就构成了“整体中的一

个样本”，用X1, X2, …, Xm表示，Xi表示样本中的第i个男性，m是样本的

容量，m等于100万。样本中的每个男性都有特定的身高，是一个具体的数

值，这个值用小写的x表示，x10 = 176cm表示样本中的第10个数据的值是

176cm，此时X10 = x10。这有点类似于P(X=x)的意思，X表示随机变量本

身，x表示某个特定的数值。

　　值得注意的是，如果用X1, X2, …, Xm表示样本，则强调样本是随机

的，是理论上的、尚未诞生的样本，样本中的每个数据都是一个随机变量；

如果用x1, x2, …, xm表示样本，则强调样本中的随机变量已经有了特定的取

值，是已经拥有的样本。

　　此外，n的值不一定很大，如果调查某个特定班级的平均身高，那么n

的值就只是这个班级的学生数，比如n=60。n也不一定是个确定的值，比

如从建国到现在全国人民一共消费了多少斤啤酒，没有具体的数，只知道这

个数大到没边。

　　现在我们知道18~50岁的男性身高符合某个均值为μ，方差为σ2的正态

分布X~N(μ, σ2)，μ和σ2称为“总体的参数”，正是这两个值决定了分布的

具体形态，用大Θ表示总体参数的集合。总体参数不止一个，这里的μ和σ2

都是总体的参数。θ是总体中的某一个参数，它可以代表μ，也可以代表

σ2，有点变量的意思，可能用x比用θ更好理解，但是x已经被占用了。此

外，用 表示样本的均值，用S2表示样本的方差。

导航

博客园
首页
新随笔
联系
订阅

管理

< 2022年3月 >
日 一 二 三 四 五 六
27 28 1 2 3 4 5
6 7 8 9 10 11 12

13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26
27 28 29 30 31 1 2
3 4 5 6 7 8 9

公告

你的支持是我的动力
欢迎关注微信公众号“我是8位的”

昵称：
我是8位的

园龄：
4年7个月

粉丝：
288

关注：
5
+加关注

搜索

  找找看

  谷歌搜索

常用链接

我的随笔
我的评论
我的参与
最新评论
我的标签

积分与排名

积分 - 457097
排名 - 1198

首页 新闻 博问 专区 闪存 班级 代码改变世界 注册 登录

我是8位的
I am 8 bits, what about you?

随笔 - 205, 文章 - 0, 评论 - 103, 阅读 - 101万

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/12346914.html
https://www.cnblogs.com/
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/
https://i.cnblogs.com/EditPosts.aspx?opt=1
https://msg.cnblogs.com/send/%E6%88%91%E6%98%AF8%E4%BD%8D%E7%9A%84
javascript:void(0)
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/rss/
https://i.cnblogs.com/
javascript:void(0);
javascript:void(0);
https://home.cnblogs.com/u/bigmonkey/
https://home.cnblogs.com/u/bigmonkey/
https://home.cnblogs.com/u/bigmonkey/followers/
https://home.cnblogs.com/u/bigmonkey/followees/
javascript:void(0)
https://developer.huawei.com/consumer/cn/forum/topic/0201820468285270027?fid=23&ha_source=bokeyuan
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/MyComments.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/OtherPosts.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/RecentComments.html
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/tag/
https://www.cnblogs.com/
https://www.cnblogs.com/
https://news.cnblogs.com/
https://q.cnblogs.com/
https://brands.cnblogs.com/huawei
https://ing.cnblogs.com/
https://edu.cnblogs.com/
https://account.cnblogs.com/signup
javascript:void(0);
https://www.cnblogs.com/bigmonkey/


2022/3/11 17:40 概率统计20——估计量的评选标准 - 我是8位的 - 博客园

https://www.cnblogs.com/bigmonkey/p/12346914.html 2/9

　　现在θ的具体值是多少不知道，需要根据样本X1, X2, …, Xm估计总体参

数θ，具体估计量用 表示。 表示 是由具体的样本X1, X2,

…, Xm估计出来的， 仅仅是为了强调这一点，至于怎么

估计是另一回事。这也有点类似于y = y(x)，第一个y是个具体的数值，这

个数值是由x决定的，第二个y是一个映射关系，至于是什么映射关系是另一

回事。有时候也把m个样本记作X = {X1, X2, …, Xm}，因此有了 ，

如果用θ表示μ，就有了 。这里的X不再是总体，而是来自于总体中

的样本，至于X到底是总体还是样本，需要根据上下文确定。

多个参数产生的问题
　　已知总体的均值是μ，方差是σ2>0，但是不知道二者的具体数值，作

为补偿，我们拥有总体中m个数据样本，X1, X2, ……,Xm。现在想要通过这

些样本估计总体的概率分布模型，即通过样本估计μ和σ2的具体数值。

　　已知总体有期望和方差两个数字特征，但不知道具体值，这比直接说啥

也不知道强不了多少。

　　假设我们已经使用直方图之类的工具分析过样本，或直接咨询过领域内

的相关专家，得知总体应当符合正态分布，X~N(μ, σ2)。现在我们可以用

多种方法估计μ和σ2？

　　点估计和连续性修正（概率统计17）中的介绍，样本矩的估计量是：

　　一维正态分布的最大似然估计（概率11）中，最大似然估计也能得到

类似的结论：

　　当m很大时，1/m和1/(m-1)的差距也很小，可以认为矩估计和最大似

然估计的结论相等。我们能否因此得出一个结论，说两种估计法在任何分布

下得到的结论都相同？

　　

　　还是估计总体的均值和方差，这次从样本的分析中得知，总体可能符合

X~[a, b]的均匀分布。

　　在再看大数定律（概率统计18）.中我们已经知道均匀分布的密度函

数，从而求得均匀分布的均值和方差：

　　使用矩估计求得样本的均值和方差时，我们将认为样本矩等于总体矩，

从而得到一个关于a和b的方程组，进而求得a和b的矩估计量：
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　　这里也可以看出，矩估计的优点就是简单，不管总体服从什么分布，样

本矩的计算方法都一样。

　　

　　现在来看均匀分布下样本的最大似然估计。

　　用xmin和xmax表示样本值中最小的和最大的，对于X~[a, b]来说，所有

样本的取值都在a,b之间，即xmin ≥ a，xmax ≤ b，似然函数是：

　　之后的目标是根据样本找到L(x;a,b)最大时a,b的取值：

　　这个结果和矩估计明显不同。

 

 

　　现在的问题是，我们分不出这两个估计量的优劣。这就是我们要面对的

新问题。

 

　　我们用 和 表示两种方案的估计量。对于不同的估计量，与真实值

的差误差也不同，无法仅凭一个数值来评估估计量，而是使用一条曲线：

 

 

　　对于某些估计而言  ，对于另外一些则可能相反。这就好比两个

人的考试成绩，甲的语文成绩比较好，而乙的数学成绩更优秀。能否找出一

个全优的学生呢？也就是对于整体中的全部参数，我们都希望估得最佳结

果，以使得根据样本估计的分布接近整体分布。这是个美好的愿望，随着待

估计参数的增加，找到全优学生的难度也急剧增大。因此为了找出最优估计

2. Re:线性代数笔记10——矩阵的LU分解
写的很好，不过LU 分解的前提是错的，
LU分解只需要第三个条件，如果允许行
置换就是下面写到的PLU，可以分解所有
矩阵

--wiki3D
3. Re:单变量微积分笔记20——三角替换
1（sin和cos）
很nice

--尹保棕
4. Re:线性代数笔记24——微分方程和
exp(At)
有些图片挂了呢

--ccchendada
5. Re:寻找“最好”（2）——欧拉-拉格
朗日方程
提个issue，最速降线中

$ v = {2gh}^{1/2}$ 与配图不一致，建议
以起点为原点，向右伸出x轴，向下伸出y
轴建立座标系

--trustInU
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量，我们必须添加一些额外的评判规则。这就涉及到如何评估估计量的问

题。较为常用的三个标准是无偏性、有效性和相合性。

无偏性
　　X1, X2, …, Xm是来自于总体中的样本，θ是总体分布的参数，θ∈Θ，

根据样本可以得到θ的估计量：

　　如果 的数学期望存在，且：

　　如果对于整体中的任意θ，上式都成立，则称 是θ的无偏估计量。

　　这到底是啥意思？参数为什么能有期望？

无偏性的数学解释

　　首先需要回顾第一节的内容，清楚地了解这些符号的真正含义。

　　设总体X的均值为μ，方差是σ2>0，它们都是整体分布的参数，且都是

待估计的未知参数。既然μ和σ2都是和总体分布有关的参数，它们自然都可

以用θ表示，作为估计量的 也就代表了 。在这个例子中，“ 是θ的

无偏估计”意味着：

　　如果使用矩估计，则根据再看大数定律（概率统计18）中的内容，样

本均值的期望与方差是：

　　这表明样本均值是整体均值的无偏估计。

　　

　　样本的方差是：

　　这里之所以用Xi而不是xi，是为了强调样本的随机性，可以简单地理解

为计划抽取一个随机样本，但还没有真正开始抽取。

　　

　　现在看看E[S2]是多少。
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　　根据方差的性质：

　　对于样本中的任意一个随机变量来说，方差和期望都相等：

　　此外：

　　最终：

　　上面的结论表明，样本方差S2也是总体方差的无偏估计，这也附带说

明了样本方差的系数是1/(m-1)的原因，如果取1/m，则估计量无法确保无

偏性。

　　

　　从这个例子中也看出，无论总体符合什么分布，样本均值都是整体均值

的无偏估计，样本方差也都是总体方差的无偏估计。

无偏性的意义

　　样本X1, X2, …, Xm是随机的，因此根据这些样本得出的估计量 也是

随机的，我们已经多次重申过这一点。既然 是随机的，那么一个自然的结

论是：根据样本的不同，有些估计量可能偏大，有些可能偏小。反复将这一

估计量使用多次，就“平均”来说其偏差为零。

　　在科学技术中 称为以 作为θ估计的系统误差。无偏估计的实

际意义就是无系统误差。
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　　既然如此，是否意味着无偏估计一定好呢？通常来讲是的，但也不尽

然，比如下图中，有偏的甲明显更优于无偏的乙。

不同的无偏估计量

　　设总体X服从指数分布，概率密度为：

　　其中参数θ未知，X1, X2, …, Xm是来自X的样本，根据指数分布的性

质：

　　因此样本均值是参数θ的无偏估计量。

 

　　然而估计量不止一种，下面的mZ也是θ的无偏估计量：

　　Z具有概率密度：

　　可见一个未知参数可能有不同的无偏估计量。

有效性
　　同一个参数为什么会出现不同的无偏估计量呢？我们可以想象一个场

景：任何人都可以估计明天的天气，至于是否准确另当别论。同样是估计天

气，气象局的天气预报显然更准确。但就无偏性来说，普通人和天气预报的

平均偏差都为0。这就好比甲乙二人的射击比赛，甲的成绩明显高于乙，但

无偏性却告诉我们二者的成绩相同，这显然是荒谬的：
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　　对于上图来说，谁的成绩越接近靶心，谁的成绩就越好，这也正是有效

性的基本逻辑。对于参数θ的两个无偏估计量 ，谁和θ更靠近，谁就

越好。一种自然的方式是比较不同的无偏估计量与θ之差的绝对值，但是绝

对值不易处理，于是使用平方误差法，这也是一种常用的较为简便的方式。

如果对于整体中的任意θ，都有：

　　则称 比  有效。

　　再次强调的是， 都是随机

值，因此才通过期望来去掉随机性，进而比较二者谁更有效：

　　另一个值得关注的问题是，有效性还强调了对于任意θ∈Θ都成立。如

果总体参数θ中包含两个待估计变量，只有当方案1的两个估计量全部优于

方案2时，才能说方案1比方案2更有效。

　　对于上节的指数分布来说：

　　因此 比mZ更有效。

相合性
　　简单而言，如果当样本的容量增大时，估计量逐渐收敛于待估计参数的

真实值，那么称 是θ的相合估计量。

　　相合性是对一个估计量的基本要求，如果估计量不具有相合性，那么无

论样本的容量有多大，都无法将参数估计得足够准确，这种估计已经有点近

似于胡乱猜测。

优化的策略
　　有了评选标准之后，我们就可以使用一些优化策略，找出最优估计量。

　　无偏性为估计量加上了限制，有了这条限制，大多数不太好的估计量会

被排除。经过无偏性的筛选后，再使用有效性求得的最优解称为最小方差无
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偏估计量（uniformly minimum variance unbiased estimate，

UMVUE）。

　　尽管我们可以通过减少候选项的方式找出最优解，但需要认清的事实

是，找到任何情况下都适用的全能最优解绝非易事。既然如此，不妨改变策

略，弱化最优解的定义，只要满足相合性和渐进有效性，就认为这个解是可

以接受的。

　　渐进有效性：当样本容量n→∞时， 收敛于理论边界。

　　最大似然估计就是这种策略下最常用的方案。

　　在最小方差无偏估计中，我们实际上是想找到总分最优的估计量，但这

种方法假设所有参数都是平等的，并没有为参数分配恰当的权重。贝叶斯估

计采用了另一种思路应对这个问题。

　　无论最小方差无偏估计还是最大似然估计，我们都认为待估计参数θ是

个确定的值，比如1949年10月1日中华人民共和国成立，这是一个明确的

日期。而在贝叶斯估计中，把θ也看作一个变量，所求的是θ的分布，也就

是后验分布，如果后验分布较窄，则可信度较高，否则可信度较低。这类似

于估计1949年10月1日中华人民共和国成立的概率是多少。贝叶斯估计的

难点在于后验概率的计算较为复杂。关于更多先验和后验的问题将在后续章

节陆续展开。
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